
 
 

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
 

ДЕРЖАВНА НАУКОВА УСТАНОВА 
«ІНСТИТУТ ІННОВАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ І ЗМІСТУ ОСВІТИ» 

 

вул. Митрополита Василя Липківського, 36, м. Київ, 03035, тел./факс: (044) 248-25-13 
 

Від 31.05.2013 № 14.1/10-1635  
На № _______ від __________  
 

Ректорам (директорам) інститутів  
післядипломної педагогічної освіти 

 
Про проведення фінального етапу 
XVІ Всеукраїнського турніру 
юних математиків імені М. Й. Ядренка 
 
 

Повідомляємо, що фінальний етап XVІ Всеукраїнського турніру юних 
математиків імені професора М. Й. Ядренка планується провести в жовтні-
листопаді 2013 року. Турнір буде проведено відповідно до вимог Положення 
про Всеукраїнські учнівські олімпіади, турніри, конкурси з навчальних 
предметів, конкурси-захисти науково-дослідницьких робіт, олімпіади зі 
спеціальних дисциплін та конкурси фахової майстерності (зі змінами), затверд-
женого наказом Міністерства освіти і науки, молоді та спорту України від 22 
вересня 2011 р. № 1009, зареєстрованого в Міністерстві юстиції України 17 
листопада 2011 р. за № 1318/20056.  

Отримати інформацію щодо умов участі у фінальному етапі 
XVІ Всеукраїнського турніру юних математиків імені професора М. Й. Ядренка 
можна за тел. 044-2481813, 067-7803018 (Гунько Лілія Вікторівна) та на 
офіційній web-сторінці ТЮМу www.ukrtym.blogspot.com. 

Завдання, що пропонуються для І етапу турніру (міжшкільних, районних, 
міських, обласних змагань), додаються. 
 
 
Заступник директора       Ю. І. Завалевський  
 
 
 
Гунько Л. В. 
044-2481813 



Додаток до листа
Інституту інноваціи̮них технологіи̮
і змісту освіти МОН Украı̈ни
від 31.05.2013№14.1/10-1635

Міністерство освіти і науки України
Інститут інноваційних технологій і змісту освіти

ХVІ ВСЕУКРАЇНСЬКИЙ ТУРНІР ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ
ІМЕНІ ПРОФЕСОРА М.Й. ЯДРЕНКА

Завдання для відбірних етапів турніру*

Дорогі друзі—юні шанувальники математики! Де-
які із задач, що пропонуються нижче, досить складні і
не обов’язково повинні бути розв’язані повністю. Оці-
нюватися будуть і окремі часткові просування, розбір
суттєвих окремих випадків тощо. У певних ситуаціях
вашіи̮ команді буде варто поставити и̮ розв’язати ана-
логічну, але, можливо, більш просту задачу. Усе це є
важливим елементом турнірноı̈ «боротьби», оскільки
дає підставидляцікавих і кориснихнауковихдискусіи̮.
Задачі, які видаються занадто простими, варто спробу-

вати узагальнити: це завжди високо оцінюється журі Турніру (нехтува-
ння ж можливостями узагальнення інколи призводить до втрати балів).
Бажаємо вам успішноı̈ підготовки до Турніру!

1. «Спрощення виразу»
Нехаи̮ задано многочлен 𝑄(𝑥) 𝑛-го степеня з діи̮сними коефіцієнтами

і набір діи̮сних чисел 𝜆1 < 𝜆2 < … < 𝜆𝑛+1. Спростіть вираз

𝜑(𝑥) =
𝑛+1
௽
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑄(𝑥 + 𝜆𝑖),

де 𝛼𝑖 =
𝑛+1
௾
𝑗=1
𝑗≠𝑖

൫𝜆𝑖 − 𝜆𝑗൯
−1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 + 1.

*Для проведення міжшкільних, раи̮онних, міських та обласних етапів турніру відповідні журі и̮ орг-
комітети можуть частково змінювати запропоновании̮ перелік задач.



2. «Нерівність з параметром»
Знаи̮діть усі такі діи̮сні значення параметра 𝑎, для яких нерівність

1
𝑥 + 1

𝑦 > 𝑎
𝑥 + 𝑦 + ฻

1
𝑥2 +

1
𝑦2

має місце для всіх 𝑥 > 0 і 𝑦 > 0.

3. «Туристичний похід»
Туристичнии̮ похід тривав𝑇 годин. Туристивирушилизтабору і споча-

тку рухалися горизонтальною ділянкоюшляху. Потім подолали піди̮ом, а
після одногодинного привалу цим же шляхом повернулися до табору. Ві-
домо,щогоризонтальноюділянкоювонирухалися зішвидкістю𝑢 км/год,
на піди̮омі— зі швидкістю 𝑣 км/год і на спуску— зі швидкістю𝑤 км/год.
Знаи̮діть необхідні та достатні умови, за яких загальна відстань, прои̮де-
на туристами під час походу, визначається однозначно.

4. «Пірати, скарб та математика»
Нехаи̮ 𝑁 і 𝑘 — задані натуральні числа. 𝑁 піратів знаи̮шли скарб, що

складався з однакових золотих монет, і вирішили розподілити и̮ого між
собою, визначившижеребкуваннямпорядок, заякимвонипідходитимуть
до скрині зі скарбом. У встановленіи̮ послідовності пірати один за одним
підходили до скрині, і кожен з них брав собі одну монету и̮ після цього ще
𝑘-ту частину від решти монет. Коли в такии̮ спосіб узяв свою долю остан-
ніи̮ з піратів, то з’ясувалось, що залишилась певна кількість монет, яку
пірати змогли розділити між собою порівну.

4.1. Для 𝑁 = 2027 та 𝑘 = 2013 знаи̮діть наи̮меншу кількість монет у
скарбі, за якоı̈ описании̮ поділ був би можливим.

4.2. Дослідіть величину 𝑆(𝑁, 𝑘)—наи̮меншу кількість монет у скарбі,
за якоı̈ описании̮ поділ був би можливим.

5. «Многочлен»
5.1. Чи існує такии̮ многочлен 𝑃(𝑥) з діи̮сними коефіцієнтами, що для

всіх 𝑥 ∈ ℝ виконується рівність
𝑃 ൫𝑥 + 𝑥2൯ = 𝑥 + 𝑥2 +…+ 𝑥2013 + 𝑥2014?

5.2. Чи існує такии̮ многочлен 𝑃(𝑥) з діи̮сними коефіцієнтами, що для
деяких діи̮сних чисел 𝑎 і 𝑏 для всіх 𝑥 ∈ ℝ виконується рівність

𝑃 ൫𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3൯ = 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +…+ 𝑥2010 + 𝑎𝑥2011 + 𝑏𝑥2012 + 𝑥2013?



6. «Геометричне місце точок»
Дано коло𝜔, на якому позначаються точки𝐴,𝐵 і 𝐶. Нехаи̮𝐵𝐹 і 𝐶𝐸—ви-

соти трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 — середина сторони 𝐴𝐶. Знаи̮діть геометричне
місце точок перетину прямих 𝐵𝐹 і𝑀𝐸 для всіляких положень точки 𝐴 на
колі 𝜔.

7. «Сума степенів та зростання послідовності»
Знаи̮діть усі такі тріи̮ки додатних діи̮сних чисел 𝑎, 𝑏 і 𝑐, для яких послі-

довність 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛, 𝑛 ⩾ 1, зростає.

8. «Функціональне рівняння»
Знаи̮діть усі такі монотонні на відрізку [1; 2] функціı̈ 𝑓 ∶ [0; +∞) → ℝ,

що для довільних діи̮сних 𝑟 ⩾ 0 і 𝜑∈ ൣ𝜋6 ; 𝜋
4൧ виконується рівність

𝑓(𝑟 cos𝜑) + 𝑓(𝑟 sin𝜑) = 𝑓(𝑟).

9. «Коло шести точок»
Дано трикутник 𝑃𝑄𝑅, вписане коло 𝜔 якого дотикається до и̮ого сто-

рін 𝑄𝑅, 𝑅𝑃 і 𝑃𝑄 в точках 𝐴, 𝐵 і 𝐶 відповідно, причому 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 2𝐵𝐶2.
Доведіть, що точка перетину відрізків 𝑃𝐴, 𝑄𝐵 і 𝑅𝐶, центр кола 𝜔, точка
перетину медіан трикутника 𝐴𝐵𝐶, точка 𝐴 та середини відрізків 𝐴𝐶 і 𝐴𝐵
лежать на одному колі.

10. «Нова мова дикунів»
Нехаи̮ 𝑎1 < 𝑎2 < … < 𝑎𝑘 — алфавіт дикунів племені Мумбо, а 𝑏1 <

< 𝑏2 < … < 𝑏𝑚 — алфавіт дикунів племені Юмбо (запис «𝑥 < 𝑦» озна-
чає, що літера 𝑥 передує літері 𝑦). Ці алфавіти (позначимо ı̈х через 𝐴 і 𝐵
відповідно) не мають жодноı̈ спільноı̈ літери. Обидва племені вирішили
об’єднатись та створити нову мову. Словом мови племені Мумбо-Юмбо
вважатиметься послідовність літер 𝑐1 𝑐2 … 𝑐𝑛, 𝑐𝑖 ∈ 𝐴⋃𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, яка
задовольняє такі чотири умови:
а) якщо для 𝑖 < 𝑗 𝑐𝑖 ∈ 𝐴 і 𝑐𝑗 ∈ 𝐴, то 𝑐𝑖 < 𝑐𝑗 або 𝑐𝑖 = 𝑐𝑗;
б) якщо для 𝑖 < 𝑗 𝑐𝑖 ∈ 𝐵 і 𝑐𝑗 ∈ 𝐵, то 𝑐𝑖 < 𝑐𝑗 або 𝑐𝑖 = 𝑐𝑗;
в) 𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑖+1 для всіх 𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1;
г) 𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑖+2 для всіх 𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2.

Яку наи̮більшу довжину можуть мати слова новоı̈ мови?

11. «Прості числа й точні квадрати»
Знаи̮діть усі такі прості числа 𝑝, для яких 37𝑝2 − 47𝑝 + 4 є квадратом

натурального числа.



12. «Числовий автомат»
Числовии̮ автомат «ТЮМ-XVI» може виконувати такі операціı̈ з нату-

ральними числами: 1) відняти від даного числа 3 (якщо воно більше за
3); 2) помножити дане число на 3; 3) розділити дане число на 3 (якщо во-
но ділиться на 3 без остачі).

12.1. За яку наи̮меншу кількість операціи̮ можна з числа 82 отримати
число 81?

12.2. За яку наи̮меншу кількість операціи̮ можна з числа 81 отримати
число 82?

12.3. Аналогічне питання щодо отримання числа 𝑛 із числа𝑚.

13. «Рекурентне співвідношення та подільність»
Розглянемо послідовність {𝑎𝑛}𝑛⩾1: 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 𝛼, 𝑎𝑛 = 𝜆𝑎𝑛−1 + 𝜇𝑎𝑛−2,

𝑛 ⩾ 3. Чи існують такі натуральні числа 𝛼, 𝜆 і 𝜇, що для кожного простого
𝑝 > 2 число 𝑎𝑝ଶ ділиться без остачі на 𝑝?

14. «Планарні графи»
Знаи̮діть наи̮менше 𝑘, для якого довільнии̮ планарнии̮ простии̮ скін-

ченнии̮ графможна було б орієнтувати так, щоб півстепінь виходу кожноı̈
з и̮ого вершин (тобто кількість «стрілок», що виходять з цієı̈ вершини) не
перевищувала 𝑘.

15. «Конкурентність трьох прямих»
Усередині гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 відмітили точку 𝑂 так, що

∠𝐴𝑂𝐵 = 90∘, на стороні 𝐵𝐶—таку точку𝑀, що ∠𝐶𝑂𝑀 = 90∘, а на відрізку
𝐵𝑂 — таку точку 𝑁, що ∠𝑂𝑀𝑁 = 90∘. Нехаи̮ 𝑃 — точка перетину прямих
𝐴𝑀 і 𝐶𝑁, а 𝑄 — така точка на стороні 𝐴𝐵, що ∠𝑃𝑂𝑄 = 90∘. Доведіть, що
прямі 𝐴𝑁, 𝐶𝑂 і𝑀𝑄 перетинаються в одніи̮ точці.

16. «Тригонометрія та многочлени»
Знаи̮діть усі 𝑘 ∈ ℤ, для кожного з яких існує такии̮ многочлен від трьох

змінних 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑤) з діи̮сними коефіцієнтами, що для всіх 𝑥 ∈ ℝ і 𝑦 ∈ ℝ
виконується рівність

cos(20𝑥 + 13𝑦) = 𝑃(cos 𝑥, cos 𝑦, cos(𝑥 + 𝑘𝑦)).

17. «Ортоцентричний тетраедр»
Через точку перетину медіан кожноı̈ з гранеи̮ тетраедра перпендику-

лярно до цієı̈ грані проведено пряму. Доведіть, що всі ці чотири прямі пе-
ретинаються в одніи̮ точці тоді и̮ тільки тоді, коли перетинаються в одніи̮
точці чотири прямі, які містять висоти цього тетраедра.



18. «Кола на площині»
Визначте, яку наи̮більшу кількість кіл одиничного радіуса можна роз-

ташувати на площині так, щоб виконувались такі дві умови:
а) відстань між центрами будь-яких двох кіл не більша за 10;
б) длякожного з кіл знаи̮деться такапряма,щоцекололежитьпоодин

бік від неı̈, а решта кіл— по іншии̮.

19. «Дві функції»
Знаи̮діть усі множини 𝐴 ⊂ [0; 1], для кожноı̈ з яких існують функціı̈

𝑓 ∶ [0; 1] → [0; 1] і 𝑔∶ [0; 1] → [0; 1], що задовольняють такі умови:
а) 𝑔—монотонна функція, множина значень якоı̈ — відрізок [0; 1];
б) для всіх 𝑢 ∈ [0; 1] і 𝑣 ∈ [0; 1] виконується нерівність ห𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)ห ⩽

⩽ ห𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑣)ห;
в) 𝐴 = {𝑥 ∈ [0; 1] ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) }.

20. «Гральний кубик та теорія ймовірностей»
Математик проводить підкидання кубика, на двох гранях якого запи-

сані одиниці, на двох гранях— двіи̮ки і на двох— тріи̮ки.
20.1. Кубик підкинули 𝑛 разів. Визначте и̮мовірність того, що в процесі

підкидання кількість випадань одиниці завжди буде не менше, ніж кіль-
кість випадань двіи̮ки.

20.2. Кубик підкинули 𝑛 разів. Визначте и̮мовірність того, що в процесі
підкидання кількість випадань одиниці завжди буде не менше, ніж кіль-
кість випадань двіи̮ки, і не менше, ніж кількість випадань тріи̮ки.

20.3. Кубикпідкидають, докикількість випаданьодиниці станенемен-
ше, ніжкількістьвипаданьдвіи̮ки, і неменше,ніжкількістьвипаданьтріи̮-
ки. Визначте математичне сподівання кількості підкидань.

21. «Найбільше значення»
Нехаи̮ 𝑛 ⩾ 2. Знаи̮діть наи̮більше значення виразу

√𝑎21 + 1 + √𝑎22 + 1 + … + √𝑎2𝑛 + 1
𝑎1 + 𝑎2 +…+ 𝑎𝑛

для додатних чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛, які задовольняють умову 𝑎1𝑎2 ⋅… ⋅ 𝑎𝑛 = 1.



Деякі позначення, які використовуються в умовах задач:
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 — сума чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛;
𝑛
∏
𝑖=1

𝑎𝑖 —добуток чисел 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎𝑛;

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 — функція 𝑓, яка визначена на всіи̮ множині 𝑋 та набуває зна-
чень у множині 𝑌.
Список літератури з теорії графів:
Лекции по теории графов/ Емеличев В.А. и др. —М.: Наука, 1990;
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